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In der „Geometrie der Lage“ von Herrn Prof. 
Dr. Reye wird im Anhange des dritten Bandes (3. Aufl. 
S. 204) bei der Besprechung des F2-Bündels mit Pol- 
tetraeder ein interessanter Fall eines solchen F?-Bündels 
erwälnt, von welcher die acht Mittelpunkte der seinem 
Poltetraeder eingeschriebenen Kugeln die Basispunkte 
bilden. Zwei bezüglich dieses F2-Bündels konjugierte 
Punkte sind nach Herrn Reye die Brennpunkte einer 
dem Tetraeder eingeschriebenen Rotationsfläche zweiten 
Grades. Die synthetische Untersuchung dieses speziellen 
F2-Bündels und der seinem Poltetraeder eingeschriebenen 
Rotationsflächen zweiten Grades bildet den Gegenstand 
der vorliegenden Abhandlung; . dabei wird sich ergeben, 
dass die beiden Brennpunkte einer dem Tetraeder 
eingeschriebenen Rotationsfläche zweiten Grades ein- 
ander entsprechen in einer involutorischen kubischen 
Verwandtschaft. Analytisch wurde diese Punktver- 
wandtschaft schon von Herrn Eckardtin den „Mathe- 
matischen Annalen“ (Bd. V., S. 30—49) behandelt, doch 


pP de > 
HL 


TON 


findet sich bei ihm der zugehörige F?- Bündel nicht 
erwähnt *). 

Es sei mir noch gestattet, meinem hochverehrten 
Lehrer, Herrn Prof..Dr. Reye, der mich auf dieses Thema 
aufmerksam gemacht und mir während der Bearbeitung 
vielfach Rat und Hülfe erteilt hat, meinen wärmsten 
Dank auszusprechen. 
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*) Nachdem die vorliegende Arbeit schon von der mathe- 
matischen und naturwissenschaftlichen Fakultät der Kaiser- 
Wilhelms-Universität Strassburg genehmigt war, hat Herr 
Prof. Fr. Meyer eine analytische Behandlung des Themas: 
„Ueber die einem Tetraeder einbeschriebenen Rotatations- 
flächen zweitens Grades, insbesondere Kugeln“ in dem „Archiv 


der Mathematik und Physik“ (III. Reihe, V., S. 168-175) 


herausgegeben. Von dieser Abhandlung konnte bei der vor- 
liegenden Arbeit kein Gebrauch gemacht werden. 


$ 1. Die wichtigsten Eigenschaften und die 
verschiedenen Arten der Rotationsflächen zweiten Grades. 


Von den allgemeinen Flächen zweiten Grades unter- 
scheidet sich eine Rotationsfläche zweiten Grades da- 
durch, dass jede zu ihrer Rotationsaxe a normale Schnitt- 
ebene mit ihr einen Kreis gemein hat. Die Fläche 
liegt also symmetrisch bezüglich der Axe a und bezüglich 
jeder durch a gehenden Ebene. Alle durch a gehenden 
Ebenen sind Symmetrieebenen der Fläche und haben 
mit ihr kongruente Meridiankurven zweiter Ordnung 
gemein, welche die Rotationsaxe a zur Axe haben. 
Die Rotationsfläche zweiten Grades entsteht also durch 
Rotation eines Kegelschnittes um eine seiner Axen. 
Jede durch die Rotationsaxe gehende Symmetrieebene 
‘schneidet die Fläche in den Punkten einer Meridian- 
kurve rechtwinkelig; sie ist zu den Berührungsebenen 
dieser Punkte und zu allen übrigen ihr konjugierten 
Ebenen normal. Die rechtwinkelige Projektion der 
Rotationsaxe auf einer Berührungsebene der Rotations- 
fläche geht durch den Berührungspunkt der Ebene. 

Wir unterscheiden nun Rotationsflächen zweiten 
Grades mit reellen und solche mit konjugiert imaginären 
Brennpunkten. Zu den ersteren gehören das verlängerte 
Rotationsellipsoid, das zweischalige Rutationshyperboloid 
und das elliptische Rotationsparaboloid. Das verlängerte 
Rotationsellipsoid entsteht, wenn eine Ellipse sich um 
ihre Hauptaxe a dreht; die Nebenaxe beschreibt dann 
zugleich die zur Rotationsaxe normale Symmetrieebene. 


Das zweischalige Rotationshyperboloid wird durch Drelı- 
ung einer Hyperbel um ihre Hauptaxe erzeugt, das 
elliptische Rotationsparaboloid durch Drehung einer 
Parabel um ihre Axe. AHe diese Flächen haben auf 
ihre Rotationsaxe zwei Brenn- und zwei Scheitelpunkte, 
von denen aber bei dem Rotationsparaboloid ein Brenn- 
und ein Scheitelpunkt unendlich fern liegen. Das 
verlängerte Rotationsellipsoid hat ausserdem alle Punkte 
seines grössten - Kreises, welcher die Schnittkurve der 
zur Rotationsaxe a senkrechten Symmetrieebene. mit 
der Fläche ist, zu Scheitelpunkten. 

Zu den Rotationsflächen zweiten Grades ohne 
reelle Brennpunkte gehören das abgeplattete Rotations- 
ellipsoid und das einschalige Rotationshyperboloid, 
letzteres eine geradlinige Fläche, die durch Drehung 
einer Elipse resp. Hyperbel um die Nebenaxe entstehen. 


Beide Flächen haben unendlich viele Scheitelpunkte, 
nämlich das abgeplattete Rotationsellipsoid hat alle 


Punkte seines grössten, das einschalige Rotationshyper- 
boloid alle Punkte seines kleinsten Kreises zu Scheitel- 
punkten; diese Scheitelkreise liegen in der zur Rotations- 
axe a senkrechten Symmetrieebene. Als eine singuläre 
Rotationsfläche zweiter Ordnung ist nach der gerade 
Kegel zu nennen, ebenfalls eine geradlinige Fläche, 
die aber insofern eine Ausnahmestellung einnimmt, als 
sie einen Doppelpuukt besitzt, durcli den alle ihre 
Geraden gehen. Auch eine Kreislinie und ein Punkte- 
paar können als singuläre Rotationsflächen zweiter 
Klasse aufgefasst werden. 
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$ 2. Eigenschaften einer Rotationsfläche zweiten 
Grades bezüglich ihrer Rotationsaxe und 


ikger Brennpunkte. 


Es liege eine Rotationsfläche zweiten Grades vor. 
Wir bestimmen zu einer beliebigen Ebene x des Raumes, 
welche die Rotationsax a der Fläche in einem Punkte 
P treffen möge, den Pol K bezüglich der Fläche und 
fällen von K auf x das Lot k,, so ist dieses zu der Ebene 
%* konjugiert bezüglich der Rotationsfläche, also der zu 
%* konjugierte Normalstrahl. Das Lot trifft nun die 
Rotationsaxe a in einem Punkte P,. Dem legen wir 
durch a und K die Symmetrieebene « der Fläche, so ist 
diese konjugiert zu x, da sie durch deren Pol K geht, 
und folglich muss auch « durch den Pol von «& gehen. 
Dieser aber liegt unendlich fern in der zu « normalen 
Richtung, also stehen x und « auf einander senkrecht. 
Der zu x konjugierte Normalstrahl k, liegt daher mit 
der Rotationsaxe a in der Ebene « und schneidet mit- 
hin a in einem Punkte P., 

Seien nun x und x, irgend zwei zu einander 
normale und bezüglich der Rotationsfläche konjugierte 
Ebenen, so schneidet die eine von ihnen, x,, die zu 
x normale Symmetrieebene « in dem zu x konjugierten 
Normalstralhl k,; denn beide Ebenen, x, und «, sind 
zu % konjugiert und normal. Die beiden konjugierten 
Normalebenen x und x, schneiden also die Ebene « 
in zwei Strahlen, die zu einander normal und sowohl 
bezüglich der Rotationsfläche, als auch bezüglich ihrer 
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in «& liegenden Meridiankurve zweiten Grades konjngiert 
sind. Zwei in « liegende normale und bezüglich der 
Meridiankurve konjugierte Strahlen sind allemal Schnitte 
von & mit Ebenen, die zu einander normal und bezüg- 
lich der Rotationsfläche Konjugiert sind. Diese Paare 
normaler konjugierter Strahlen schneiden aber bekannt- 
lich die Axe a in Punktepaaren einer Involution, die 
für die Meridiankurve der Rotationsfläche zweiten 
Grades eine fokale ist: ist die Involution hyperbolisch, 
so fallen ihre Doppelpukte mit den reellen Brennpunkten 
der Kurve zusammen. Dieselbe Punktinvolution ent- 
steht auf a durch die Paare normaler, bezüglich der 
Rotationsfläche konjugierter Ebenen, und zugeordnete 
Punkte P und P, der Involtion sind dadurch ausge- 
zeichnet, dass zwei beliebige durch sie gelegte und zu 
einander normale Ebenen konjugiert sind bezüglich der 
Rotationsfläche zweiten Grades. Die Brennpunkte der 
Meridiankurve sind als Doppelemente der Involution 
durch je zwei zugeordnete Punkte, also auch durch je 
zwei zu einander normale und bezüglich der Rotations- 
fläche konjugierte Ebenen, harmonisch getrennt. Wir 
nennen sie die Brennpunkte der Rotationsfläche zweiten 
Grades. Da in ihnen je zwei zugeordnete Punkte der 
Involution zusammenfallen, so ist jeder von ihnen der 
Mittelpunkt eines rechtwinkelig polaren Bündels, dessen 
zugeordnete Elemente Konjugiert sind bezüglich der 
Fläche, und zwei Ebenen oder Strahlen, die sich in 
einem Brennpunkt rechtwinkelig schneiden, sind allemal 
konjugiert in Bezug auf die Rotationsfläche. 

Ist die fokale Involution auf a elliptisch, so sind 
ihre Doppelpunkte, die Brennpunkte der Rotationsfläche, 
konjugiert imaginär. Die Fläche hat alsdann einen 
reellen Fokalkreis, der in der zu a senkrechten Symme- 
trieebene liegt und bei der Rotation der Meridian- 


kurve um ihre Nebenaxe von deren Brennpunkten be- 
schrieben wird. Jede Symmetrieebene durch a schneidet 
die Rotationsfläche in einer Meridiankurve, den Fokal- 
kreis in den Brennpunkten dieser Kurve. Deswegen 
wird aus jedem Punkte des Fokalkreises die auf a 
liegende fokale Involution durch eine rechtwinkelige 
Strahleninvolution projiziert, und durch den Kreis gehen 
alle Kugeln, welche die Rotationsaxe a in je einem 
Punktepaar der Involution rechtwinkelig schneiden. 
Wir betrachten nun den Fall näher, in dem die 
Rotationsfläche zweiten Grades zwei reelle Brennpunkte 
F und F, hat. Mögen sich zwei bezüglich der Fläche 
konjugierte Normalebenen 1 und 1, in der Geraden & 
schneiden. Durch 7 und 7, sind die Brennpunkte F und 
F,, folglich auch die Ebenen gF=o undg F, = 9ı 
harmonisch getrennt; die normalen Ebenen n und Yı 
hälften demnach die von und 9, gebildeten Neben- 
winkel, und 9 geht in 9, über durch Spiegelung an 
einer der Ebenen n oder n,. Es gilt also der Satz: 
„Zwei normale und bezüglich einer Ratations- 
fiäche zweiten Grades konjugierte Ebenen 7 
- und yı hälften die Winkel zwischen den Ebenen, 
welche ihre Schnittliniie & mit den beiden 
Brennpunkten der Rotationsfläche verbinden“. 
Desgleichen trennen die Ebenen „ und n, auch 
die aus der Geraden & an die Rotationsfläche gelegten 
Berübrungsebenen x und r,, falls solche vorhanden sind, 
harmonisch; denn der Pol von n liegt auf n,, und 
durch ihn gehen alle Ebenen, die von n durch je zwei 
Tangentialebenen harmonisch getrennt sind. Die kon- 
jugierten Normaiebenen y) und 7, hälften demnach auch 
die von ı und rt, gebildeten Nebenwinkel, und es ist 
foleglih Xtp=Myırı. Zugleich ergiebt sich der 
Satz, der für jede Fläche zweiten Grades gültig ist: 
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„Die beiden Ebenen, welche die Flächenwinkel 
irgend zweier Berührungsebenen einer Fläche 
zweiten Grades hälften, sind zwei bezüglich 
der Fläche konjugierte Normalebenen“, 

Wenn eine der Ebenen n und 7, die Rotations- 
fläche berührt, so folgt aus der relation Yrp= My ıı: 

„Jede Berührungsebene einer Rotationsfläche 
zweiten Grades bildet gleiche Winkel mit dem 
Geraden, die den Berührungspunkt mit den 
beiden Brennpunkten verbinden“. 

Bekanntlich liegen die Fusspunkte N der Lote, 
die aus den Brennpunkten einer Elipse oder Hyperbel 
C2 auf deren Tangenten gefällt werden können, auf 
einem Kreise, der die Kurve in den Scheitelpunkten 
der Hauptaxe berührt; und die Gegenpunkte G eines 
Brennpunktes F bezüglich der Tangenten liegen auf 
einem zweiten Kreis mit dem doppelten Radius, der 
den anderen Brennpunkt F, zum Mittelpunkt hat. Die 
Punkte G sind aber, wenn Ö? die Meridiankurve einer 
Rotationsfläche zweiten Grades ist, Gegenpunkte von 
F bezüglich der Ebenen, welche die Rotationsfläche in 
den Punkten der Meridiankurve berühren, und die 
Punkte N fallen mit den Fusspunkten der Lote von 
den Brennpunkten auf diese Berührungsebenen zu- 
sammen. Da nun bei der Rotation um die Hauptaxe 
von C?2 jene Kreise Kugeln beschreiben, so gelten für 
das verlängerte Rotationsellipsoid und das zweischalige 
Rotationshyperboloid folgende zwei Sätze: 

„Die Gegenpunkte eines Brennpunktes bezüglich 
der Berührungsebenen eines verlängerten Ro- 
tationsellipsoides oder eines zweischaligen Ro- 
tationshyperboloides liegen auf einer Kugel, 
die den anderen Brennpunkt zum Centrum hat, 
und deren Radius gleich der Länge der auf 
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der Rotationsaxe von den Scheitelpunkten be- 
srenzten Strecke ist.“ 

„Die Fusspunkte der Lote, die aus den 
Brennpunkten auf die Berührungsebenen eines 
verlängerten Rotationsellipsoides oder zwei- 
schaligen Rotationshyperboloides gefällt werden, 
liegen auf einer mit der Fläche konzentrischen 
Kugel, welche die Fläche in den Scheitelpunkten 
der Rotationsaxe berührt.“ 

Betrachtet man das Rotationsparaboloid als Grenz- 
fall eines verlängerten Rotationsellipsoides oder eines 
zweischaligen Rotationshyperboloides, etwa als Ro- 
tationsellipsoid, dessen einer Brennpunkt unendlich 
fern liegt, so gelangt man zu dem Satze: 

„Die Fusspunkte der Lote, die von dem Brenn- 
. punkt eines Rotationsparaboloides auf dessen 
Berührungsebenen gefällt werden, liegen auf 
der Scheiteltanzentialebene des Rotationspara- 
boloides.“ 

Diese Scheiteltangentialebene ist als Kugel mit 

unendlich grossem Radius aufzufassen. 


$ 3. Allgemeines über Rotationsflächen zweiten Grades, 
die einem Tetraeder eingeschrieben sind. 


im Folgenden soll von den Rotationsflächen zweiten 
Grades die Rede sein, die einem beliebigen Tetraeder 
eingeschrieben sind. Da sich eine solche Fläche, wie 
sich im Laufe der Untersuchung ergeben wird, auf eine 
Kreislinie oder auf ein Punktepaar reduzieren kann, 
und da diese Gebilde singuläre Flächen zweiter Klasse 
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repräsentiren, so fassen wir die dem Tetraeder einge- 
schriebene nRotationsflächen zweiten Grades als Ebenen- 
gebilde auf. 

Sei also ein beliebiges Tretraeder gegeben: seine 
Eckpunkte seien E, E, E; E, und die ihnen gegenüber- 
liegenden Tetraederebenen seien resp. Yı Ye Ns 7 
Keiner der vier Eckpunkte liege unendlich fern. Die 
Schnittlinie zweier Tetraederebenen 1; und n, werde 
mit g; x bezeichnet. 

Dem Tedraeder können fünffach unendlich viele 
Flächen «P2 zweiten Grades eingeschrieben werden, da 
erst durch neun Berührungsebenen eine Fläche zweiten 
Grades festgelegt ist. Die von zwei beliebigen Tetra- 
ederebenen gebildeten Nebenwinkel werden von zwei 
normalen Ebenen gehälftet, die bezüglich aller jener 
5 Flächen 2 konjugiert sind (vergl. $ 2). In den 
sechs Kanten g;, des Tedraeders schneiden sich dem- 
nach sechs Paare konjugierter Normalebenen, nämlich 
die Mittelebenen der von den Tetraederebenen gebildeten 
Flächenwinkel. Ist nun eine dem Tetraeder einge- 
schriebene Fläche zweiten Grades eine Rotationsfläche 
®2, so schneiden diese sechs Paare konjugierter Normal- 
ebenen die Rotationsaxe a der Fläche P2 in sechs 
Punktpaaren einer Involution, deren Doppelpunkte die 
Brennpunkte der Rotationsfläche sind. Die beiden 
Brennpunkte können imaginär sein; wenn sie reell sind, 
so sind sie durch jedes der sechs Paare konjugierter 
Normalebenen harmonisch getrennt und werden aus jeder 
Tetraederkante durch zwei Ebenen projiziert, deren 
Neigungswinkel durch zwei der konjugierten Normal- 
ebenen gehälftet werden. 

Von.den sechs Paaren normaler Ebenen, welche die 
von den Tetraederebenen gebildeten Winkel hälften, 
schneiden sich stets die drei Paare, die durch einen 
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Eckpunkt des Tetraeders gehen, in vier Geraden. Näm- 
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lich die Mittelebenen z.B. der Winkeln, 7, und ns 74 
schneiden sich in einer Geraden g, die durch den Eck- 
punkt E, des Tetraeders geht, und deren Punkte gleiche 
Abstände von den drei Tetraederebenen 197374 haber. 
Diese Gerade & ist also die Rotationsaxe eines geraden 
Kegels, welcher die drei Ebenen 7 13 1, berthrt, und sie 


liegt auch in der Mittelebene des Winkels N Es 
schneiden sich demnach die sechs winkelhalbierenden 
Ebenen, welche durch die drei in einem Eckpunkt 
zusammenstossenden Tetraederkanten gehen, zu je dreien 
in vier Geraden. Solcher Geraden giebt es bei dem 
Tetraeder sechszehn; sie schneiden sich zu vieren in 
den vier Eckpunkten und in den Mittelpunkten der 
acht dem Tetraeder eingeschriebenen Kugeln, und sie 
sind die Axen von sechszehn Rotationskegeln zweiten 
Grades, welche je drei der Tetraederebenen berühren 
und je zwei der acht eingeschriebenen Kugeln umhüllen, 
Die drei Paar Mittelebenen aber, die durch einen 
Eckpunkt des Tetraeders gehen, bestehen aus Gegen- 
ebenen eines Vierkantes, und schneiden deshalb eine 
beliebige Gerade des Raumes in drei Punktepaaren einer 
Involution. Wird eine beliebige Gerade a des Raumes 
von drei Paaren von Mittelebenen, die nicht alle durch 
einen Eckpunkt des Tetraeders gehen, also z. B. von 
den Ebenenpaaren, welche die Winkel an den Kanten 
%4 £oı 2a, halbieren, in Punktepaaren einer Involution 
geschnitten, so schneidet sie auch jedes der drei übrigen 
Paare in einem Punktepaar dieser Involution. Denn 
die Involution ist durch zwei ihrer Punktepaare bestimmt, 
und weil die Kanten &,4 25, und gs durch den Eck- 
punkt E, des Tetraeders gehen, so schneidet u. a. auch 
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das Ebenenpaar durch die Kante g;s die Gerade a die 
einem Punktepaar der Involution. 


$ 4. Konstruktion einer Rotationsfläche P? 
zweiten Grades mittelst eines umschriebenen Tetraeders 
und ihrer Rotationsaxe oder eines Brennpunktes. 


Es möge eine Gerade a gegeben sein, die von den 
sechs Paar Ebenen, welche die Flächenwinkel des Tetra- 
eders halbieren, in Punktepaaren einer Involution J ge- 
schnitten wird. Ueber die Realität der Doppelpunkte 
dieser Involution setzen wir nichts voraus. Die Gerade 
a ist dann, wie wir sogleich beweisen werden, die 
Rotationsaxe einer dem Tetraeder eingeschriebenen 
Rotationsfläche P2 zweiten Grades und diese erhalten 
. wir. als Ebenengebilde, indem wir das Tetraeder um 
die Gerade a rotieren lassen. Es möge die Gerade a 
die Tetraederebene n; in den Punkte K; treffen. Wenn 
‘nun das Tetraeder um die Gerade a rotiert, so umhüllen 
seine Ebenen 9 Na N 7, vier gerade Kegel, welche a 
zur Rotationsaxe haben, und deren Mittelpunkte die 
resp. Punkte K, K,K, K, sind. Der Strahl, in welchem 
die Ebene n; den Kegel K; berührt, ist die recht- 
winkelige Projektion der Rotationsaxe a auf der Ebene 
n:; er beschreibt bei der Rotation um a den Kegel K, 
Dieser Kegel hat mit einer durch a gelegten Ebene 
t zwei Strahlen, t; und t/; gemein, die bezüglich der 
Axe a symmetrisch liegen und der. Kegelschnitt x, a 
welcher die fünf Strahlen t, t’, ta t/s t, berührt, hat Be. 
deshalb a zur Axe, und berührt folglich auch den BE 
Strahl t',. Er beschreibt durch Rotation um die Axe 
a eine Rotationsfläche P2 zweiten Grades, welche den 
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drei Kegeln K, K, Kz eingeschrieben ist und die drei 
Ebenen Yı ga 13 des Tetraeders berührt. Die drei 
Paare normaler Ebenen, welche die von 9: Ya 3 ge- 
bildeten Flächenwinkel hälften, schneiden die Rotations- 
axe a der Fläche ®2 in Punktepaaren der Involution 
J und bestehen aus je zwei in Bezug auf ®2 konju- 
gierten Ebenen. Folglich sind zwei normale Ebenen, 
welche die Axe a in einem Punktepaar der Involution 
J schneiden, allemal konjugiert bezüglich der Rotations- 
fläche ®2, insbesondere auch die beiden Mittelebenen 
der von, und n, gebildeten Flächenwinkel. Die Fläche 
®2 berührt deshalb nicht nur die Ebene n,, sondern 
auch die Ebene n4,.weil diese von 7, durch jene beiden 
konjugierten Normalebenen harmonisch getrennt ist. 
Die Rotationsfläche <P2 ist also dem Tetraeder einge- 
schrieben und hat die Gerade a zur Rotationsaxe; sie 
ist eindeutig bestimmmt und wird auf die angegrebene 
Weise konstruiert. 

Wir wenden uns nun zur Konstruktion der dem 
Tetraeder E, E, E, E, eingeschriebenen Rotationsfläche 
2 zweiten Grades, wenn von ihr ein Brennpunkt F 
beliebig angenommen ist. Durch eine Kugel und einen 
Punkt F, die im Raume willkürliche Lage haben, ist 
stets eine mit der Kugel konzentrische Rotationsfläche 
<P2 zweiten Grades festgelegt, deren einer Brennpunkt 
F ist, und welche in den Scheitelpunkten ihrer Rota- 
tionsaxe von der Kugel berührt wird. Errichten wir 
nämlich in jedem Punkte P der Kugeloberfläche eine zu 
F P normale Ebene, so umhüllt diese (nach $& 2) eine 
Rotationsfläche P2 zweiten Grades, von weicher F ein 
Brennpunkt ist, und deren Rotationsaxe den Mittelpunkt 
der Kugel mit F verbindet. Je nachdem die Kugel 
den Punkt F ein- oder ausschliesst, ist die Fläche ein 
verlängertes Rotationsellipsoid oder ein zweischaliges 
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Rotationshyperboloid; sie zerfällt in ein Punktepaar, 
wenn F auf der Kugeloberfläche liegt und wird ein 
Rotationsparaboloid, wenn die Kugel in eine Ebene 
übergeht. Soll nun eine Rotationsfläche ®2 zweiten 
Grades konstruiert werden, welche die vier Ebenen 
eines gegebenen Tetraeders berührt und einen be- 
liebigen Punkt F zum Brennpunkt hat, so fällen wir 
aus F auf die vier Tetraederebenen die Lote und legen 
durch ihre Fusspunkte eine Kugel; die Fläche 2 ist 
alsdann durch denn Brennpunkt F und die Kugel fest- 
gelegt und ihre Konstruktion erfolgt in der oben an- 
gebenen Weise. ° Der Mittelpunkt M der Rotationsfläche 
2 fällt mit dem der Kugel zusammen und hälftet die 
Stecke F F,, welche F mit dem andern Brennpunkt Fj 
verbindet. Die Verbindungslinie der beiden Brenn- 
punkte ist die Rotationsaxe a der Fläche #2; sie 
' schneidet die Kugel in den Scheitelpunkten der Fläche. 
Liegen die Fusspunkte der von F auf die Tetraeder- 
ebenen gefällten Lote in einer Ebene 9», so ist die 
Fläche P2 ein Rotationsparaboloid, und ihre Berührungs- 
ebenen werden erhalten, indem wir in jedem Punkte 
P der Ebene x eine zu F P normale Ebene errichten. 
Die Ebene » ist die Scheiteltangentialebene, und das 
von F auf die Ebene 9 gefällte Lot die Rotationsaxe; 
diese trifft die Ebene p im Scheitelpunkt des Rotations- 
paraboloides,. 

Hieraus ist ersichtlich, dass eine Rotationsfläche 
®2 zweiten Grades eindeutig bestimmt ist durch ein 
umschriebenes Teetraeder und durch einen Brennpunkt 
F, der beliebig angenommen werden kann. Unter den 
fünffacı unendlich vielen Flächen P2 zweiten Grades, 
die einem Tetraeder eingeschrieben werden können, 
giebt es dreifach unendlich viele Rotationsflächen; denn 


der Brennpunkt F kann &? verschiedene Lagen an- 
nehmen, und er bestimmt in jeder dieser Lagen mit 
den vier Tetraederebenen eine dem Tetraeder einge- 
schriebene Rotationsfläche zweiten Grades. 

Zu den Berührungsebenen der Rotationsfläche “2 
lassen sich die Berührungspunkte leicht konstruieren. 
Nämlich der konjugierte Normalstrahl einer Berührungs- 
ebene y) geht durch ihren Berührungspunkt B und trifft 
die Rotationsaxe a in einem Punkte A’, welcher dem 
Schnittpunkt A der Ebene n mit a in der fokalen In- 
volution auf a zugeordnet ist. Da A bekannt ist, so 
ist auch A’ konstruierbar, und der Fusspunkt des aus 
A’ auf die Ebene n gefällten Lotes ist der Berührungs- 
punkt B der Ebene n. Ist die fokale Involution auf 
der Geraden a hyperbolisch, so existiert noch eine ein- 
fachere Konstruktion des Punktes B. Wir konstruieren 
die Doppelpunkte F und F, der Involution, welche die 
Brennpunkte der Rotationsfläche P2 sind. Alsdann 
suchen wir das Spiegelbild des Punktes F bezüglich 
einer Berührungsebene n von ®2; die Gerade F, G 
schneidet alsdann die Ebene n in ihrem Berührungs- 
punkte Be Alle Berührungspunkte B erfüllen die 
Rotationsfläche zweiten Grades, welche von den Ebenen 
y umhüllt wird. 


5 Ze 


$ 5. Konstruktion des zweiten Brennpunktes 
einer Rotationsfläche P? zweiten Grades mittelst des ersten 
und eines umschriebenen Tetraeders. 


Wir gelangten in $4 mit Hülfe des Mittelpunktes 
M der Rotationsfläche “2 zweiten Grades zu dem 
zweiten Brennpunkt F, der Fläche, wenn der erste 
F und ein der Fläche 2 umschriebenes Tetraeder 
gegeben sind. Unabhängig vom Punkte M können wir 
den Punkt F, in folgender Weise Konstruieren: An 
einer beliebigen Kante g;x des Tetraeders halbieren 
wir die Flächenwinkel. Die beiden winkelhalbierenden 
Ebenen sind zu einander normal und bezüglich einer 
jeden dem Tetraeder eingeschriebenen Rotationsfläche 
P2 zweiten Grades konjugiert, und sie trennen die 
Brennpunkte F, F, der Fläche ®2 harmonisch. Kon- 
struieren wir also die Ebene, welche von der Ebene 
%x F durch jene beiden konjugierten Normalebenen 
harmonisch getrennt ist, so geht diese durch F,. Sie 
wird am einfachsten erhalten, indem wir die Ebene 
%; F an einer der beiden konjugierten Normalebenen 
spiegeln. Wiederholen wir diese Konstruktion für drei 
Tetraederkanten, z. B. für g,4, 2a4, 2a, So erhalten 
wir drei Ebenen, die sich im Punkte F, schneiden. 
Diese drei Kanten dürfen aber nicht einen Eckpunkt 
E; des Tetraeders gemein haben. Denn sonst würden 
sich die drei Ebenen, welche sie mit dem Brennpunkt 
F verbinden, in der Geraden E; F sclıneiden, und die 
durch Spiegelung aus ihnen abgeleiteten drei Ebenen 
würden sich nicht in einem bestimmten Punkte F,, 
sondern in einer Geraden E; F, schneiden, 


$ 6. Die dem Tetraeder eingeschriebenen Kugeln. 


Die Brennpunkte einer Rotationsfläche zweiten 
Grades fallen zusammen, wenn die Fläche eine Kugel 
ist. Die Kugel hat alle ©? Geraden, die durch ihren 
Mittelpunkt O gehen, zu Rotationsaxen. Die Mittel- 
punkte der dem Tetraeder eingeschriebenen Kugeln 
liegen, da jeder von den vier Tretraederebenen gleichen 
Abstand hat, in den Halbierungsebenen der von den 
Tetraederebenen gebildeten Flächenwinkel. Wie wir 
in $ 3 gezeigt haben, existieren an jedem Eckpunkt 
E; des Tetraeders vier Axen, im Ganzen deren also 
sechszehn, auf denen die Mittelpunkte O der dem Te- 
traeder eingeschriebenen Kugeln liegen. Wir kon- 
struieren an dem Eckpunkt E; die vier Axen und 
bringen sie zum Schnitt mit den beiden Halbierungs- 
ebenen der Flächenwinkel, die von zwei nicht beide 
durch E, gehenden Tetraederebenen gebildet werden; 
so erhalten wir acht Punkte, die Mittelpunkte der dem 
Tetraeder eingeschriebenen Kugeln. Mehr als acht 
solcher Punkte existieren nicht; denn verbinden wir 
jeden Eckpunkt mit den acht Punkten, so erhalten 
wir, da auf jeder Axe zwei Mittelpunkte liegen, sämmt- 
liche sechszehn Axen, die von den vier Eckpunkten 
des Tetraeders ausgehen. 

Ueberdie Lage der Kugelmittelpunkte gilt folgendes: 
durch die vier Tetraederebenen und die unendlich ferne 
Ebene wird der ganze unendliche Raum in fünfzehn 
Räume zerlegt. Einer von ihnen ist der endlich be- 
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erenzte Innenraum; von den übrigen vierzehn Räumen 
liegen über den Eckpunkten vier vierflächig begrenzte, 
über den Tetraederebenen vier und über den Kanten 
sechs fünfflächig begrenzte Räume, die sich ins Unend- 
liche erstrecken. Einer der acht Punkte liegt im 
Innenraum, und je einer in den vier über den Te- 
traederebenen stehenden Räumen. Da ferner in den 
Räumen über den Eckpunkten keiner der acht Punkte 
liegen kann, denn die zugehörige Kugel könnte ja 
höchstens drei Tetraederebenen berühren, so liegen die 
übrigen drei Kugelmittelpunkte in den sechs Räumen, 
die über den Kanten stehen; und zwar liegt in dem 
Raume über der Kante g;, dann keiner der acht Punkte, 
wenn in den über der Gegenkante stehenden Raum ein 
solcher hineinfällt. Da jeder der iacht Punkte O von 
den Tetraederebenen gleichen Abstand hat, so ist der 
Radius der zugehörigen dem Tetraeder eingeschriebenen 
Kugel gleich der Länge des von dem Punkte O auf 
eine Tetraederebene gefällten Lotes. 


$ 7. Der F?-Bündel, dessen Basispunkte die acht Mittel- 
punkte der dem Tetraeder eingeschriebenen Kugeln sind. 


Die Mittelpunkte OÖ der aclıt dem Tetraeder ein- 
geschriebenen Kugeln liegen in sechs Ebenenpaaren, 
nämlich in den Paaren von Ebenen, welche die von 
den Tetraederebenen gebildeten Flächenwinkel halbieren. 
Wir fassen ein jedes dieser Ebenenpaare auf als eine 
zerfallende Fläche F? zweiter Ordnung. Durch drei 
beliebige Flächen zweiter Ordnung ist bekanntlich ein 
F2-Bündel festgelegt, vorausgesetzt, dass diese drei 
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Flächen F? keinem F?-Büschel angehören. Also be- 
stimmen auch drei beliebige von den sechs Ebenen- 
paaren, die keinem Büschel angehören, d. h. deren sechıs 
Ebenen nicht alle durch einen Eckpunkt des 'Tetraders 
gehen, einen F?-Bündel. Die ©? Flächen dieses Bündels 
gehen durch die acht Punkte, welche die drei den 
Bündel bestimmenden Ebenenpaare gemein haben. Die 
acht Schnittpunkte der drei Ebenenpaare, also die 
Mittelpunkte O der dem Tetraeder eingeschriebenen 
Kugeln, sind demnach die acht associirten Basispunkte 
eines F2-Bündels, dem die sechs: Paare Mittelebenen 
der Flächenwinkel des Tetraeders als singuläre Flächen 
angehören. 

Die Polarebenen eines Punktes F des Raumes be- 
züglich dreier beliebiger Flächen des F?2-Bündels 
schneiden sich in einem Punkte F,, durch welchen be- 
kanntlich die Polarebenen des Punktes F bezüglich aller 
übrigen Flächen des Bündels gehen; ebenso bilden die 
Polarebenen des Punktes F, bezüglich aller Flächen 
des Bündels den Ebenenbündel F. Die Punkte F und 
F; heissen konjugiert bezüglich des F2-Bündels, weil 
sie bezüglich aller seiner Flächen konjugiert sind. Be- 
züglich eines Ebenenpaares sind zwei Punkte konjugiert, 
wenn sie durch die Ebenen des Paares harmonisch ge- 
trennt sind; alsdann liegt jeder der beiden Punkte in 
der Polarebene des anderen bezüglich des Ebenenpaares. 
Nun sind aber nach der Konstruktion von $ 5 die 
beiden Brennpunkte einer dem Tetraeder eingeschriebe- 
nen Rotationsfläche P2 zweiten Grades harmonisch ge- 
trennt durch die sechs Ebenenpaare, welche die acht 


Punkte O mit den Tetraederkanten verbinden, also sind 


sie konjugiert bezüglich der sechs Ebenenpaare, und 
folglich bezüglich aller Flächen des F?-Bündels. Also: 
„Die beiden Brennpunkte einer dem Tetraeder 
eingeschriebenen Rotationsfläche 2 zweiten 
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Grades sind konjugiert bezüglich aller Flächen 
des F?-Bündels, dessen Basispunkte die acht 
Mittelpunkte der dem Tetraeder eingeschriebenen 


Kugeln sind. Jede Gerade, welche zwei be- 


züglich des F?-Bündels konjugierte Punkte ver- 
bindet, ist Rotationsaxe einer dem Tetraeder 
eingeschriebenen Rotationsfläche P 2 zweiten 
Grades“, 

Legen wir durch die acht Mittelpunkte der dem 
Tetraeder eingeschriebenen Kugein irgend eine Fläche 
F}? zweiten Grades, so gehört diese dem F?-Bündel an. 
Vom Eckpunkt E; des Tetraeders gehen vier Geraden 
aus, welche je zwei der acht Punkte enthalten, also 
Sekanten dieser Fläche F}? sind. Die Halbierungsebenen 
der Flächenwinkel des Tetraeders an einer nicht durch 
E; gehenden Tetraederkante schneiden diese vier Ge- 
raden in den: acht Basispunkten des F2-Bündels und 
sind vom Punkte E; durch die Tetraederebene n; har- 
monisch getrennt. Also sind die Schrittpunkte jeder 
der vier von E; ausgehenden Geraden mit der Fläche 
Fj? zweiten Grades harmonisch getrennt durch die 
Ebene »; und den Punkt E;. die Ebene n; ist folglich 
die Polarebene des Punktes E;, und umgekehrt ist der 
Punkt E; der Pol der Ebene 1; bezüglich jeder Fläche 
des F?-Bündels, da die Fläche F}? eine völlig beliebige 
Fläche des F?2-Bündels ist. Wir erhalten somit das 
Resultat: 

„Das Tetraeder E, E, E, E, ist ein gemein- 
schaftliches Poltetraeder der Flächen des F?2- 
Bündels, dessen Basispunkte die acht Mittel- 
punkte der dem,}Tetraeder eingeschriebenen 
Kugeln sind. Ein beliebiger der acht Basis- 
punkte ist von jedem der sieben übrigen durch 
zwei (Gegenelemente des Poltetraeders har- 
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monisch getrennt. Die acht Basispunkte liegen 
zu vieren in zwölf Ebenen, die paarweis durch 
die sechs Kanten des Tetraeders gehen und 
sechs zerfallende Flächen des F2-Bündels 
bilden“. 

Der F?2-Bündel enthält vier Büschel konzentrischer 
Kegel; die Eckpunkte E; des Tetraeders sind deren 
Mittelpunkte. Nämlich die acht Basispunkte werden 
aus dem Eckpunkte E;, des Tetraeders durch vier 
Stralilen projiziert, welche je zwei von ihnen enthalten, 
und die Kegel zweiter Ordnung, welche durch diese 
vier Strahlen gehen, bilden einen Kegelbüschel des F?- 
Bündels. Die Grundkurve kt eines in dem F?2-Bündel 
enthaltenen F2-Büschels wird aus jedem Eckpunkt E; des 
Tetraeders durch einen dieser Kegel projiziert; denn 
da das. Tetraeder auch ein Poltetraeder dieses F?- 
Büschels ist, so hat jede Gerade, die einen Punkt P 
der Kurve kt mit E; verbindet, noch einen zweiten 
Punkt @ mit k* gemein, der auf allen Flächen des 
F2-Büschels liegt und von P durch den Punkt E;, und 
dessen Polarebene 1; harmonisch getrennt ist. Wie auf 
jeder Fläche des F?-Bündels, so liegen auch auf jedem 
der Kegel einfach unendlich viele Grundkurven k®, in 
denen er von den übrigen Flächen des F?2-Bündels ge- 
schnitten wird. Die Poldreikante der vier Kegelbüschel 
werden von je drei Kanten und drei Ebenen des Te- 
traeders gebildet. Da ferner die sechs Ebenenpaare 
des F?-Bündels je eine  Tetraederkante zur Doppel- 
geraden haben, so zerfällt die Kernkurve c® des F?- 
Bündels, d. h. der Ort der Doppelpunkte seiner singu- 
lären Flächen, in die sechs Tetraederkanten. 


$ 8 Die Orte des zweiten Brennpunktes, | 
wenn der erste eine Gerade oder Ebene durchläuft. 


Wir untersuchen nun die Linie, welche der zweite 
Brennpunkt F, einer dem Tetraeder EıLE, E, E, ein- 
geschriebenen Rotationsfläche P2 zweiten Grades be- 
schreibt, wenn der erste F eine Gerade u durchläuft, 
Die Polarebenen des Punktes F bezüglich dreier Flächen 
zweiten Grades, welche durch die acht Mittelpunkte der 
dem Tetraeder eingeschriebenen Kugeln gehen, schneiden 
sich in Fı Sie beschreiben, wenn F eine Gerade u 
durchläuft, drei zu der Geraden u, also auch unter sich 
projektive Ebenenbüschel, und diese erzeugen eine von 
F, beschriebene kubische Raumkurve k®, Also: 

„Beschreibt der erste Brennpunkt F einer dem 
Tetraeder eingeschriebenen Rotationsfläche ®2 
zweiten Grades eine beliebige Gerade u, so 
bewegt sich der zweite Brennpunkt F, i. A. 
auf einer kubischen Raumkurve k3“, 

Die Axen der drei Ebenenbüschel sind die rezi- 
proken Polaren der Geraden u bezüglich der drei 
Flächen zweiten Grades. Da nun die Axen’ der drei 
die Kurve k®3 erzeugenden Ebenenbüschel Bisekanten 
von k? sind, und da ferner die drei Flächen willkürlich 
aus dem F?-Bündel gewällt werden können, so ergiebt 
sich, dass die reziproken Polaren von u bezüglich aller 
co 2 Flächen des F?-Bündels die Bisekanten der kubischen 
Raumkurve k3 sind. Werden insbesondere als die drei 
willkürlichen Flächen zweiten Grades drei der in 
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Ebenenpaare zerfallenden Flächen des F?-Bündels ge- 
wählt, so folgt, dass auch die sechs Kanten des Te- 
traeters Bisekanten von k3 sind, dass also die kubische 
Raumkurve dem Tetraeder umschrieben ist. Nimmt 
man im Raume zwei beliebige Punkte F, und F’, an, 
so können diese mit den vier Eckpunkten des Tetraeders 
_ durch eine einzige kubische Raumkurve k3 verbunden 
werden, da durch sechs Punkte eine kubische Raum- 
kurve eindeutig festgelegt ist; dieser Kurve k3 ist dann 
die Gerade zugeordnet, welche die beiden den Punkten 
F, und F’, bezüglich des F?-Bündels konjugierten Punkte 
F und F’ verbindet. Auf diese Weise ist jeder dem 
Tetraeder umschriebenen kubischen Raumkurve eine 
(erade zugewiesen. Dass die einer beliebigen Geraden 
u entsprechende kubische Raumkurve k? dem Tetrae- 
der stets umschrieben ist, ergiebt sich auch schon 
daraus, dass die Gerade u die Tetraederebene y; in 
einem Punkte A; trifft; diesem Punkte A; ist aber, als 
einem Punkte in einer Ebene des Poltetraeders, der 
segenüberliegende Eckpunkt E; konjugiert, der dem- 
nach auf k3 liegt. 

Bei gewissen besonderen Lagen der Geraden u 
zerfällt die kubische Raumkurve k3. Möge nämlich u 
mit einer Karte, z. B. mit g,, in einer Ebene p liegen, 
£, also in einem Punkte P schneiden, so sind dem 
Punkte P alle Punkte der Gegenkante gs des Polte- 
traeders konjugiert. Die Kurve k3 zerfällt demnach 
in die Gerade &,; und in eine Kurve Ü? zweiter Ord- 
nung, welche durch die auf der Kante gs, liegenden 
Eekpunkte des Tetraeters geht. Es muss sich nämlich 
der Punkt F, stets in einer Ebene 9° bewegen, die 
durch die Kante gs, geht und das Spiegelbild der Ebene 
o ist bezüglich einer der Ebenen, welche die Flächen- 
winkel des Tetraeters an der Kante 2, hälften. Be- 
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züglich dieses Ebenenpaares durch die Kante gs, hat 
also der bewegliche Punkt F stets dieselbe Polarebene 
o’, und sein konjugierter Punkt Fı beschreibt in 9’ eine 
Kurve (2 zweiter Ordnung; diese wird erzeugt durch 
die Schnitte von p’ mit zwei projektiven Ebenenbüscheln 
deren Ebenen die Polarebenen des Punktes F bezüglich 
irgend zweier anderer Flächen des F2-Bündels sind. 

Den Punkten einer Geraden u, welche zwei Gegen- 
 kanten des Tetraeders, z.B. gı. und 23, in resp. P 
und @ schneidet, sind die Punkte einer dieselben 
Gegenkanten schneidenden Geraden u’ konjngiert. Denn 
der Punkt F hat bei seiner Bewegung auf der Geraden 
u bezüglich der Ebenenpaare durch die Kanten gs 
und 2, je eine unveränderliche Polarebene; diese Polar- 
ebenen schneiden sich in der eraden u’, welche ihrer- 
seits mit den Gegenkante 2,» und £3ı incident ist. Hier 
zerfällt die kubische Raumkurve k3 in die Gerade uw 
und in die‘ Kanten g1> und £sı, welche den resp. Punkten 
@ nnd P entsprechen. 

Wenn der erste Brennpunkt F einer dem Tetraeder 
E, E, E; E, eingeschriebenen Rotationsfläche «P2 zweiten 
Gerades eine Gerade u beschreibt, welche durch einen 
Eckpunkt E; des Tetraeders geht, so beschreibt auch 
der zweite Brennpunkt F, eine durch E; gehende, zu 
u projektive Gerade u’. Denn die Polarebenen von F 
in Bezug auf drei Flächen des F?-Bündels beschreiben 
drei zu u projektive Ebenenbüschel, welche die dem 
Eckpunkt E; gegenüberliegende Tetraederebene ent- 
sprechend gemein haben, und deshalb perspektiv sind; 
ihre honologen Ebenen schneiden sich daher in den 
Punkten einer Geraden w. Dem Schnittpunkt von u 
mit der Ebene 1; ist der Punkt E;* konjugiert, folglich 
geht auch u’ durch den Eckpunkt E; des Tetraeders. 
Die beiden Geraden u und u’, durch welche zwei be- 


liebige zusammengehörende Brennpunkte F, F} aus dem 
Eckpunkte E; projiziert werden, entsprechen einander 
in einer involutorischen Verwandtschaft zweiten Grades, 
denn sie sind konjngiert bezüglich des ‘Kegelbüschels 
mit dem Centrum E;, 

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich weiter: Den 
Strahlen eines Eckpunktes E; welche eine beliebige 
Gerade u schneiden, also in der Ebene u E; einen 
Strahlenbüschel E; bilden, entsprechen die Strahlen 
eines Kegels zweiter Ordnung, welcher aus E; die der 
Geraden u entsprechende kubische Raumkurve k3 pro- 
jiziert, also durch die drei anderen Eckpunkte des Te- 
traeders geht. Die Tangente t dieser kubischen Raum- 
kurve im Punkte E; entspricht dem Strahle, welcher 
E; mit dem Schnittpunkt P von u und der Ebene n; ver- 
bindet. Denn die Gerade t, welche dem Strahle E; P 
entspricht, projiziert aus E; den Punkt P’, welcher dem 
Punkte P entspricht und mit E; zusammenfällt, da P 
in der Ebene n; liegt; die Gerade t verbindet dem- 
nach zwei konsekutive Punkte der kubischen Raumkurve 
k3. Dreht sich die Gerade u um den Punkt P, so er- 
halten wir zwar für jede Lage der Geraden u eine 
andere kubische Raumkurve, aber deren Tangente t im 
Punkte E; bleibt ungeändert; denn diese entspricht dem 
Strahle E; P, welcher bei der Drelinng der Geraden u 
um den Punkt P eine unveränderte Lage beibehält. 

Wir untersuchen nun die Fläche, welche der zweite 
Brennpunkt F, einer dem Tetraeder eingeschriebenen 
Rotationsfläche «P2 beschreibt, wenn der erste Brenn- 
punkt F sich in einer beliebigen Ebene p bewegt. Bei 
dieser Bewegung des Punktes F beschreiben seine 
Polarebenen bezüglich dreier beliebiger Flächen des 
F?-Bündels drei zu der Ebene » reziproke Ebenenbündel, 
deren Träger die Pole der Ebene p bezüglich der drei 
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Flächen zweiten Grades sind. Homologe Ebenen der 
drei Bündel schneiden sich allemal in einem Punkte 
F,, der einem in der Ebene » gelegenen Punkt F be- 
züglich des F2-Bündels konjugiert, ihm also als zweiter 
Brennpunkt zugewiesen ist. Da die drei Ebenenbündel 
zu der Ebene » in reziproker Beziehung stehen, so 
sind sie auf einander kollinear bezogen und erzeugen 
ij. A. eine kubische Fläche F3. Also: 
„Bewegt sich der eine Brennpunkt F einer 
einem Tetraeder eingeschriebenen Rotations- 
fläche <P? zweiten Grades in einer Ebene 9, so 
beweost sich der zweite Brennpunkt F} i. A. 
auf einer Fläche F3 dritter Ordnung“, 

Die kubische Fläche F3 geht durch die Mittel- 
punkte der drei sie erzeugenden Ebenenbündel, also 
liegen auf ihr die «2? Pole der Ebene » bezüglich der 
Flächen des F?-Bündels. Die Ebene op trifft die sechs 
Tetraederkanten i. A. jede in einem Punkte, dem jeder 
Punkt der gegenüberliegenden Kante entspricht; infolge 
dessen müssen die sechs Tetraeterkanten auf der Fläche 
F3 liegen. Die Fläche hat demnach die vier Eckpunkte 
des Tetraäeders zu Doppelpunkten. Auf der kubischen 
Fläche liegen fernerhin noch drei Gerade. welche je 
„wei Gegenkanten des Tetraeders schneiden; ihnen 
entsprechen drei analog in der Ebene » gelegene Ge- 
raden. Da diese sich schneiden, so müssen auch die 
auf F3 liegenden drei Geraden ineident sein und in 
einer Ebene 7 liegen. Diese Verbindungsebene t der 
drei Geraden berührt in deren drei Schnittpunkten die 
Fläche F3, ist also eine dreifach berührende Ebene. 
Jede andere Ebene durch eine dieser Geraden schneidet 
die kubische Fläche noch in einer Kurve C2 zweiter 
Ordnung und berührt sie doppelt in den beiden Schnitt- 
punkten von Ö? und der Geraden. 
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Die kubische Fläche F3 ist eindeutig auf der Ebene 
p abgebildet: einem Punkte F von 9 entspricht i. A. 
ein bestimmter Punkt Fı der Fläche F3, sodass F 
und F, Brennpunkte einer dem Tetraeder einge- 
schriebenen Rotationsfläche «P? zweiten Grades sind. 
Den ©? Geraden der Ebene » entsprechen auf F? 
zweifach unendlich viele kubische Raumkurven k3, und 
zwar können zwei beliebige Punkte von F3 durch eine 
dieser Raumkurven verbunden werden. Zwei beliebige 
dieser Kurven k3 auf der Fläche F3 haben ausser den 
Eckpunkten des Tetraeders einen Punkt gemein, näm- 
lich den, welcher dem Schnittpunkt der ihnen in p 
entsprechenden Geraden bezüglich des F2-Bündels kon- 


‚jugiert ist. Wenn die Ebene x einen Ebenenbüschel 


beschreibt, so beschreibt die kubische Fläche F3 einen 
Flächenbüschel, dessen Grundkurve aus den sechs 
Tetraederkanten und einer kubischen Raumkurve K? 
besteht; diese entspricht der Axe u des Ebenen- 


büschels. 


Bei gewissen besonderen Lagen der Ebene p zer- 
fällt die ihr entsprechende kubische Fläche F®3. Be- 
wegt sich nämlich der Punkt F in einer Ebene 9, die 
durch einen Eckpunkt E; des Tetraeders gelıt, so zer- 
fällt F3 in eine Ebene und in eine Fläche F? zweiter 


- Ordnung. Dem Punkte E; entsprechen nämlich alle 


Punkte der Ebene n; und diese Ebene ist also ein Be- 
standteil der Fläche F3. Der andere Bestandteil F? ist 
ein Kegel zweiter Ordnung mit E; als Mittelpunkt; denn 


auf der Fläche F? müssen alle Geraden liegen, welche 


den durch E; gehenden Geraden der Ebene p ent- 
sprechen. Den anderen Geraden der Ebene » ent- 
sprechen auf dem Kegel liegende Kurven C2 zweiten 
Grades oder kubische Raumkurven k3, je nachdem die 
Geraden mit einer Tetraederkante incident sind oder 
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nicht; die von E; ausgehenden Tetraederkanten sind 
Strahlen des Kegels E;, 

Bewegt sich der Punkt F in einer Ebene », die 
durch eine Kante g;, des Tetraeders geht, so muss 
sich auch der Punkt F, in einer Ebene 9, bewegen, 
die durch dieselbe Kante geht und das Spiegelbild der 
Ebene » ist bezüglich der Ebenen, welche die Flächen- 
winkel des Tetraeders an der Kante g;., halbieren. 
Einer beliebigen Geraden u in der Ebene » entspricht 
in der Ebene 9, eine Kurve C2 zweiter Ordnung, jeder 
Geraden in x durch einen Eckpunkt des Tetraeders 
entspricht in yı eine Gerade durch denselben Eckpunkt. 
Den auf der Kante g;x liegenden Eckpunkten E; und 
E„ entsprechen alle Punkte der gegenüberliegenden 
resp. Tetraederebenen yı und Yu. Die kubische Fläche 
F3 zerfällt also in diesem Falle in die Ebenen pı yı 
und Nm- | 

Aus diesen unseren bisherigen Betrachtungen folgt, 
dass die einer beliebigen Ebene » entsprechende kub- 
ischen Fläche F3 in jedem ihrer vier Doppelpunkte 
E; einen Tangetialkegel hat, welcher von der zweiten 
Ordnung ist. Möge nämlich die Ebene p die Teetraeder- 
ebene 1; in der Geraden u; schneiden, und sei P irgend 
ein Punkt auf u, Der Geraden PE,;, entspricht die 
gemeinsame Tangente t in E; aller Kurven k3, welche 
den Geraden durch P zugewiesen sind. Solcher Ge- 
raden fallen unendlich viele in die Ebene » hinein, und 
alle ihnen entsprechenden Kurven k3 werden in E; von 
der Geraden t tangiert. Dasselbe gilt für jeden andern 
Punkt der Geraden u, Alle jene Tangenten berühren 
die kubische Fläche F3 in E; und bilden einen Kegel 
zweiter Ordnung, welcher der Ebene E; u; entspricht. 
Dieser Tangentialkegel enthält auch die drei von 
E; ausgehenden Tetraederkanten. Dreht sich die Ebene 
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9 um u, so ändert sich zwar die der Ebene p ent- 
sprechende Fläche F3, der jeweilige Tangentialkegel 
aller dieser Flächen F3 am Punkte E; bleibt aber der- 
seibe, weil er der Ebene E; u, entspricht. Zwei 
Tangentialkegel in den Doppelpunkten einer kubischen 
Fläche F3, z. B. die von E, und E, haben den Strahl 
Eı Ey gemein und werden längs dieses, zugleich mit der 
Fläche F3, von der Ebene tangiert, deren entsprechende 
den Schnittpunkt von E; E, und x mit E, E; verbindet. 
Hieraus folgt, dass die Schnittlinie der beiden Ebenen, 
welche die kubische Fläche F3 längs der Gegenkanten 
Eı Ey und E, E, tangieren, auf der Fläche F3 liegt; denn 
ihr entspricht eine Gerade, die in 9 liegt und mit jenen 
beiden Gegenkanten indident ist. Ferner ergiebt sich, 
dass die vier Tangentialkegel E; in den Doppelpunkten 
der Fläche F3 einer Fläche «P? zweiten Grades um- 
schrieben sind, welche also die sechs Teetraderkanten 
berührt. Nämlich den beiden Kegeln E, und E, kann 
eine und nur eine Fläche ®* eingeschrieben werden, 
welche zugleich”'die gemeinsame Berührungsebene der 
Kegel E, und E, tangiert, und die Tangentialkegel aus 
den Pnnkten“E, und E, an diese Fläche ®* sind iden- 
tisch mit den Berührungskegeln der Fläche F3 in diesen 
Punkten. 


Bewegt sich der Punkt F in einer Tetraederebene 
Y:, so ist ihm”stets der gegenüberliegende Eckpunkt als 
zweiter Brennpunkt zugewiesen, denn der Eckpunkt 
E; des Tetraeders ist bezüglich des F2-Bündels jedem 
Punkte der gegenüberliegenden Tetraederebene konju- 
siert. Umgekehrt ist einem Eckpunkt E; des Tetraeders 
jeder Punkt der gegenüberliegenden Tetraederebene als 
zweiter Brennpunkt zugewiesen. Es ist nun evident, 
dass ein Punktepaar, welches aus E; und einem belieb- 
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igen Punkte von n; besteht, eine dem Tetraeder ein- 
geschriebene Rotationsfläche «P? bildet; denn die vier 
Tetraederebenen berühren ja diese singuläre Fläche «2. 
Wir’ erhalten somit, da jedem der vier Eckpunkt E; alle 
&” Punkte der Ebene 1; als zweite Brennpunkte ent- 
sprechen, vier Systeme von je ©” dem Tetraeder ein- 
geschriebenen Rotationsflächen «P? zweiten Grades, die 
sich auf Punktepaare reduzieren. Desgleichen zerfällt 
auch eine dem Tetraeder eingeschriebene Rotations- 
fläche ®% welche einen Punkt einer Kante und einen 
Punkt der Gegenkante zu Brennpunkten hat, in ihre 
beiden Brennpunkte. Da nun jedem der einfach un- 
endlich vielen Punkte einer Kante 9;, alle einfach un- 
endlich vielen Punkte der Gegenkante als zweite 
Brennpunkte entsprechen, und da ferner das Tetraeder 
drei Paare von Gegenkanten besitzt, so gesellen sich 
zu den obigen vier Systemen noch drei weitere Systeme 
von ebenfalls je oo® Rotationsflächen «P* die sich auf 
Punktepaare reduzieren. 

Wie jeder Ebene, so ist auch der unendlich fernen 
Ebene eine kubische Fläche F,? zugewiesen, die durch 
die sechs Tetraederkanten geht, und welche ausserdem 
die achtundzwanzig Halbierungspunkte der Linien ent- 
hält, welche je zwei der acht Basispunkte des F?-Bündels 
verbinden; denn jeder dieser achtundzwanzig Punkte 
ist durch zwei der Basispunkte harmonisch getrennt 
von einem unendlich fernen Punkte, diesem also kon- 
jugiert bezüglich aller Flächen des F?-Bündels. Auf 
der Fläche #3, liegen die eigentlichen Brennpunkte der 
dem Tetraeder eingeschriebenen Rotationsparaboloide. 
Die Fusspunkte der Lote, die von einem beliebigen 
ihrer Punkte auf die vier Tetraederebenen gefällt werden 
können, liegen in einer Ebene, nämlich in der Scheiiel- 
tangentialebene des zugehörigen Rotationsparaboloides. 


Diese Paraboloide könner wir nun, ebenso wie die 
Flächen $?, die sich auf Punktepaare reduzieren, als 
Grenzfälle von verlängerten Rotationsellipsoiden und 
zweischaligen Rotationshyperboloiden auffassen und ge- 
langen so zu dem Resultat: Die Brennpunkte der einem 
Tetraeder eingeschriebenen Rotationsellipsoide werden 
durch eine Fläche F,? dritter Ordnung, welche die eigent- 
lichen Brennpunkte der ihm eingeschriebenen Rotations- 
paraboloide enthält, durch die unendlich ferne Ebene 
und durch die vier Tetraederebenen von den Brenn- 


. punkten der eingeschriebenen Rotationshyperboloide ge- 


trennt. 

Aus diesen Betrachtungen gewinnen wir folgendes 
Endresultat: Indem wir jedem ersten Brennpunkt aller 
einem Tetraeder eingeschriebenen Rotationsflächen «P? 
zweiten Grades den zweiten Brennpunkt als homologen 
Punkt zuweisen, entsteht im Raum eine involutorische 
Punktverwandtschaft, die wegen ihrer eben abgeleiteten 
Eigenschaften eine kubische Punktverwandtschaft ge- 
nannt wird. Bei ilır spielt das Tetraeder insofern eine 
ausgezeichnete Rolle, als jedem Eckpunkt alle Punkte 
der gegenüberliegenden Tetraederebene entsprechen, 
und umgekehrt jedem Punkt einer Tetraederebene der 
segenüberliegende Eckpunkt entspricht, und ferner 
jedem Punkte einer Kante alle Punkte der Gegenkante 
als homologe Punkte zugewiesen sind. 

Einer beliebigen Fläche F? zweiter Ordnung ent- 
spricht in der kubischen Verwandtschaft eine Fläche 
F,6 sechster Ordnung, denn eine beliebige Gerade g, hat 
mit dieser ebensoviel Punkte gemein, wie die ihr ent- 
sprechende kubische Raumkurve k3 mit der Fläche 
F? , also höchstens sechs. Die Fläche F,$ geht durch 
jede Kante g;, des Tetraeders i. A. zweimal, weil die 
Fläche F? die Gegenkante gm 1. A. in zwei Punkten 
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schneidet; sie zerfällt in n Tetraederebenen und eine 
Fläche (6—-n)!® Ordnung, wenn F? durch n Eckpunkte 
des Tetraeders geht. Demnach entspricht einer dem 
Tetraeder umschriebenen Fläche F? zweiter Ordnung 
wieder eine solche F,”, und zwar geht diese ebenfalls 
durch die vier Tetraedereckpunkte. Zum Beweise dieser 
letzten Behauptung nehmen wir an, F? sei eine Regel- 
fläche, so entspricht ihr eine dem Tetraeder umschriebene 
Regelfläche F,?, denn den Geraden von F? entsprechen 
auf F,’ dem Tetraeder umschriebene kubische Raum- 
kurven, den durch die Punkte E; gehenden kubischen 
Raumkurven k3 auf F? gerade Linien auf der Fläche 
F,” Also entsprechen sich auch paarweis die dem 
Tetraeder umschriebenen Raumkurven kt und k;? vierter 
Ordnung erster Art als Durchdringungskurven homologer 
Regelflächen zweiter Ordnung, und einer beliebigen durch 
k# gelegten Fläche F*? entspricht eine Fläche F,%, die 
durch k;* und damit durch die Tetraedereckpunkte geht. 
Jede biquadratische Schnittkurve von zwei sich ent- 
sprechenden Flächen zweiter Ordnung entspricht sich 
selbst und ist die Grundkure eines involutorischen 
F?2-Büschels, von welchem je zwei zugeordnete Flächen 
sich in doppelter Weise entsprechen. Ist insbesondere 
die Fläche F? ein dem Tetraeder umschriebener Kegel 
P, so entspricht ihr wieder ein solcher P,, weil den 
Strahlen P E;«a =ı1,23,3,9 vier Strahlen P, E; zuge- 
wiesen sind. 

Wir können nun noch folgenden Satz aufstellen: 
die Paare homologer Punkte werden aus jeder Kante 
des Tetraeders Eı E, E, E,, z. B. aus Eı E, durch 
Ebenenpaare einer symmetrischen Involution projiziert. 
In dieser Involution sind die Ebenen E, E, E, und 
E, E, E, einander zugeordnet, und die Doppelebenen 
der Involution sind die beiden Halbierungsebenen der 
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von diesen Tetraederebenen gebildeten Winkel; diese 
Doppelebenen enthalten u. a. die sich selbst zugeord- 
neten Punkte, d. h. die Mittelpunkte der. acht dem 
Tetraeder eingeschriebenen Kugeln. 


S 9. Der Strahlenkomplex, welchen die Rotationsa.xen 
der dem Tetraeder eingeschriebenen Rotationsflächen P? 
zweiten Grades bilden. 


Wir hatten bewiesen, dass eine Gerade des Raumes, 
die von den sechs. Paaren Mittelebenen der Flächen- 
winkel eines T’etraeders in Punktepaaren einer Involu- 
tion geschnitten wird, die Rotationsaxe einer dem Te- 
traeder eingeschriebenen Rotationsfläche ©? zweiten 
Grades ist. Nicht alle oo® Geraden des Raumes sind 
demnach solche Axen, vielmehr bilden die Rotations- 
axen, da dem Tetraeder 3 Rotationsflächen ®2 ein- 
geschrieben werden können, eine Mannigfaltigkeit von 
dreifach unendlich vielen Strahlen, also einen Strahlen- 
komplex, d. h. durch "einen beliebigen Punkt P des 
des Raumes gehen i. A. einfach unendlich viele und 
bilden einen Kegel mit P als Mittelpunkt, und in eine 
beliebige Ebene » fallen i. A. einfach unendlich viele 
Rotationsaxen hinein und umhüllen in ihr eine Kurve. 
Zur Untersuchung dieses Strahlenkomplexes gehen wir 
wieder von dem F?-Bündel aus, dessen Basispunkte die 
acht Mittelpunkte der dem Tetraeder eingeschriebenen 

Kugeln sind. 
Von dem Ebenenbündel F,, welcher aus den Polar- 
ebenen des Punktes F bezüslich der Flächen des F°- 
Bündels besteht, berühren die Ebenen des Büschels 
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FF, im Punkte F einfach unendlich viele Flächen 
des F°-Bündels; denn der Pol und Berührungspunkt 
aller dieser Ebenen ist der Punkt F. Also gehen durch 
den Punkt F einfach unendlich viele Flächen des F?2- 
Bündels, und zwar bilden sie einen F?-Büschel, dessen 
Grundkurve kt in F von der Geraden FF, berührt 
wird. Jeder Punkt P des Raumes kann mit der 
Kurve kt durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden 
werden, welche dem F?-Büschel, und damit auch dem 
F?-Bündel angehört. Liegt der Punkt P auf der Ge- 


raden FF,, so enthält die durch P gehende Fläche F?- 


des Büschels die Gerade FF}; denn sie hat mit der 
Geraden drei Punkte gernein, nämlich die Punkte .P, 
F und den dem Punkte F unendlich benachbarten 
Punkt. Es geht also durch jede Rotationsaxe einer 
dem Tetraeder eingeschriebenen Rotatationsfläche “2, 
deren Brennpunkte reell sind, eine Regelfläche zweiter 
Ordnung, die dem F?-Bündel angehört. Umgekehrt. ist 
jede Gerade auf einer Regelfläche des F?-Bündels eine 
Rotationsaxe. Denn bekanntlich wird jede Gerade, 
welche auf einer Regelfläche des F2-Bündels liegt und 
durch keinen Basispunkt «elht, von den Flächen des 
F2-Bündels in Punktepaaren einer Involution geschnitten 
Sechs der Flächen F? des Bündels zerfallen aber in 
Ebenen, nämlich in die Mittelebenen der von je zwei 
Tetraederebenen gebildeten Nebenwinkel. Also wird 


die Gerade auch von diesen sechs Ebenenpaaren in 


Punktepaaren einer Involution geschnitten und ist (nach 
$ 4) Rotationsaxe einer dem Teetraeder eingeschriebenen 
Rotationsfläche P2 zweiten Grades. Sind die Doppel- 
punkte der Involution reell, so wird die Rotationsaxe der 


Fläche «P2 in jedem ihrer beiden Brennpunkte von al \ 
Flächen des F?-Bündels berührt, die einen F2-Büschel 


bilden. | 
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Da alle durch einen Punkt A gehenden Flächen 
des F?-Bündels einen F?2-Büschel bilden, so sind die 
auf den Flächen des Büschels liegenden und durch A 
gehenden Geraden Bisekanten der Grundkurve k# des 
Büschels. Jede Bisekante & von k* liegt auf einer 
Fläche des Büschels, denn durch die Kurve und einen 
ausserhalb k? gelegenen Punkt P der Bisekante g kann 
eine Fläche F? des Büschels gelegt werden, und diese 
bat mit g drei Punkte gemein und geht demnach durch 
£. Jede durch & gelegte Ebene, welche die Kurve kt 
in zwei weiteren Punkten @ und R schneidet, hat mit 
der Fläche ausser & noch die Gerade QR gemein; 
denn letztere enthält von der Fläche F? die Punke Q 
und R, sowie ihren Schnittpunkt mit g, fällt deshalb 
ganz auf F? und ist Bisekante der Kurve kt. Die 
durch A gehenden Rotationsaxen verbinden A mit den 
übrigen Punkten der Raumkurve k#, liegen also auf 
einem Kegel dritter Ordnung, welcher die Kurve kt 
aus ihrem Punkte A projiziert. (vergl. Reye: Geom. 
d. Lage, III, 3. Aufl., S. 136 und 137). Da der Punkt 
A als ein ganz beliebiger Punkt des Raumes an- 
genommen wurde, so gelangen wir zu folgendem Re- 
sultat: 

„Der Strahlenkomplex, welchen die Rotations- 
axen der Tetraeder eingeschriebenen Rotations- 
flächen ®P2 zweiten Grades bilden, ist ein 
kubischer, sowohl von der dritten Ordnung, als 
auch von der dritten Klasse; denn durch einen 
beliebigen Punkt P des Raumes gehen i. A. 
einfach unendlich viele Rotationsaxen, die einen 
Kegel dritter Ordnung bilden, und die in eine 
beliebige Ebene » hineinfallenden Rotationsaxen 
umhüllen eine Kurve dritter Klasse, weil durch 
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einen beliebigen Punkt P von » stets eine und 
höchstens drei dieser Rotationsaxen gehen, 
näwlich die, in denen der Komplexkegel des 
Punktes P von der Ebene » geschnitten wird“. 
Diese in der Ebene » liegenden Rotationsaxen bilden 
die Strahlenpaare des Kegeischnittnetzes, in welchem 
» von den Flächen des F2-Bündels geschnitten wird; 
sie umhüllen also die Cayley’sche Kurve IT dieses 
Netzes. | | 
Der Strahlenkomplex enthält zwölf singuläre Punkte 
und zwölf singuläre Ebenen. Diese Punkte sind die 
acht Mittelpunkte der dem Tetraeder eingeschriebenen 
Kugeln und die vier Tetraedereckpunkte; durch jeden 
der singulären Punkte gehen doppelt unendlich viele 
Strahlen des Komplexes. Denn alle 2 durch einen 
der acht Kugelmittelpunkte gehenden Geraden sind 
Rotationsaxen der zugehörigen Kugel; ein beliebiger 
Tetraedereckpunkt aber bildet mit jedem Punkte der 
gegenüberliegenden Tetraederebene ein Punktepaar, 
welches eine dem Tetraeder eingeschriebene Rotations- 
fläche «P2 zweiten Grades darstellt. Die zwölf singu- 
lären Ebenen sind die Halbierungsebenen der Flächen- 
winkel des Teetraeders, in jede von ilınen fallen doppelt 
unendlich viele Komplexstrahlen hinein. Bewegt sich 
nämlich der erste Brennpunkt F in einer dieser Ebenen 
so fällt in sie auch der zweite F, stets hinein, und 
da in der Ebene der Punkt Fo? verschiedene Lagen 
annehmen Kann, so liegen in ihr doppelt unendlich 
viele Rotationsaxen. Die Verbindungslinien der zwölf 
singulären Punkte sind identisch mit den Schnittlinien 
der zwölf singulären Ebenen. Es giebt deren vier- 
unddreisssig, da ihrer sechzehn mit je drei der zwölf 
singulären Punkte und je drei der zwölf singulären 
Ebenen incident sind. Die achtundzwanzig Verbin- 
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dungslinien der Basispunkte des F?-Bündels sind Doppel- 
strahlen des Komplexes, da jede von ihnen unendlich 
viele Paare von Punkten enthält, die bezüglich des 
F2-Bündels konjugiert sind. Die zwölf singulären 
Punkte werden aus einem beliebigen Punkte durch 
zwölf Strahlen eines Kegels dritter Ordnung projiziert, 
und die zwölf singulären Ebenen werden von einer 
beliebigen Ebene in zwölf Tangenten einer Kurve 
dritter Klasse geschnitten. 

Durch einen beliebigen Punkt P des Raumes gehen 
einfach unendlich viele Rotationsaxen mit reellen, und 
einfach unendlich viele mit konjugiert imaginären Brenn- 
punkten. Nämlich die durch P gehende biquadratische 
Raumkuve k* wird von einer beliebigen Fläche F*? des 
F2-Bündels in dessen acht associirten Basispunkten ge- 
schnitten, und von der Kurve kt verlaufen infolgedessen 
vier Linienzüge auf der einen Seite der Fläche F°?, die 
übrigen vier auf der anderen Seite. Der Punkt P ist 
von den Punkten A, die auf gewissen vier Linienzügen 
der Kurve k* liegen, getrennt durch die Fläche F*, von 
den übrigen Punkten A’ der Raumkurve k# nicht ge- 
trennt durch F?. Die Geragen P A sind Träger ellip- 
tischer, die anderen P A’ sind Träger hyperbolischer 
fokaler Involutionen. Den Uebergang von den Rotations- 
axen mit hyperbolischer zu denen mit elliptischer In- 
volution bilden die acht Strahlen, welche aus P die 
Basispunkte des F?2-Bündels projizieren, und deren 
Doppelpunkte zusammenfallen. Also: 

„In dem kubischen Strahlenkomplex giebt es oo? 
Rotationsaxen mit reellen, und © mit konjugiert 
imaginären Brennpunkten. Erstere sind von 
den letzteren getrennt durch die acht Strahlen- 
bündel, deren Träger die Mittelpunkte der acht 
dem Tetraeder eingeschriebenen Kugeln sind*. 
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Wir können nun noch folgenden Satz beweisen: 
Ein beliebiger Purkt M ist Mittelpunkt, und eine be- 
liebige Ebene n ist Hauptsymmetrieebene von i. A. vier 
dem Tetraeder eingeschriebenen Rotationsflächen zweiten 
Grades. Hierbei ist unter der Hauptsymmetrieebene 
der Rotationsfläche die Ebene verstanden, welche auf 
der Rotationsaxe a im Mittelpunkt senkrecht stelıt. 
Durch den Punkt M gehen einfach unendlich viele 
Rotationsaxen und die Grundkurve kt eines in dem 
F2-Bündel enthaltenen F?-Büschels. Jede der Rotations- 
axen a durch M projiziert einen Punkt P von k#, welcher 
dem Punkte M zugeordnet ist in einer auf a liegenden 
Involution, die für die zugehörige Rotationsfläche ®2 
eine fokale ist. Wenn nun M der Mittelpunkt einer 
dem Tetraeder eingeschriebenen Rotationsfläche «P* ist, 
so ist ihm in der fokalen Involution auf der Rotations- 
axe a von “P* der unendlich ferne Punkt der Rotations- 
axe zugeordnet. Die Strahlen von M, welche die un- 
endlich fernen Punkte der Raumkurve kt projizieren, 
sind demnach Rotationsaxen von Rotationsflächen ®2, \ 
deren Mittelpunkt der Punkt: M ist. Solcher Axen giebt G% 
es aber i. A. vier, da die Kurve k* mit der unendlich 
fernen Ebenen i. A. vier Punkte gemein hat; also ist 
ein beliebiger Punkt Mittelpunkt von i. A. vier dem Ye 
Tetraeder eingeschriebenen Rotationsflächen P2, Soll 
ferner die Ebene n Hauptsymmetrieebene einer dem 
. Tetraeder eingeschriebenen Rotationsfläche «P? sein, so 
muss die Rotationsaxe a dieser Fläche in deren Mittel- 
punkt M auf der Ebene y; senkrecht stehen. Der dem ; 
Punkte M in der fokalen Involution auf a zugeordnete | * 
Punkt M, liegt also in der zu n normalen Richtung Her 
unendlich fern. Durch den unendlich fernen Punkt 
M, geht eine biquadratische Raumkurve k#, in welcher 
sich die durch M, gehenden Flächen unseres F?-Bündels 
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schneiden. Die Ranumkurve hat mit der Ebene ni. A. 
vier Punkte gemein, und diese sind die Mittelpunkte 
von vier dem Tetraeder eingeschriebenen Rotations- 
flächen ®*, deren Rotationsaxen in ihnen auf der Ebene 
n„ senkrecht stehen. Also ist die Ebene n Haupt- 


‚symmetrieebene von i. A. vier dem Tetraeder einge- 


schriebenen Rotationsflächen «P? zweiten Grades. 

Von den Rotationsaxen der Rotationsflächen «2, 
deren Hauptsymmetrieebenen den beliebigen Ebenen- 
bündel S bilden, gehen also durch jeden unendlich fernen 
Punkt i. A. vier eigentliche und !. A. drei unendlich 
ferne; diese Rotationsaxen bilden demnach eine Strahlen- 
kongruenz siebenter Ordnung. Umgekehrt bilden, wie 
hieraus sich leicht ergiebt, die Hauptsymmetrieebenen 
der Rotationsflächen ®®, deren Rotationsaxen durch 
einen beliebigen Punkt P gehen, einen Ebenenbüschel 
siebenter Ordnung; in diesem sind auch die Fokalkreise 
der Flächen «P? enthalten, deren Rotationsaxen durch 
P gehen, und deren Brennpunkte konjugiert imaginär 
sind. 


$ 10. Ueber die dem Tetraeder eingeschriebenen Kreise 


Eine Rotationsfläche ©’ zweiten Grades kann sich 
auf eine Kreislinie k reduzieren; die Ebene n des 


Kreises k ist alsdann als zweifache Berührungsebene 


der Fläche P? aufzufassen, und die Rotationsaxe a von 
®? steht im Mittelpunkt M des Kreises auf seiner Ebene 
y, senkrecht. Legen wir durch eine beliebige Tangente 
t des Kreises irgend zwei zu einander normale Ebenen, 
so sind diese bezüglich der Fläche ®* konjugiert und 


en AO. NE 


schneiden die Rotationsaxe a in einem Punktepaar der 
für die Fläche ®* fokalen Involution. Diese Punkt- 
Involution wird demnach aus allen Tangenten des 
Kreises k durch eine rechtwinkelige Ebeneninvolution 
projiziert, ist also elliptisch. Die Brennpunkte der 
Fläche ®* sind mithin konjugiert imaginär, und ihr 
Fokalkreis ist die Kreislinie k selbst. 

Wir wenden uns nun zur Konstruktion einer dem 
Tetraeder E, E, E; E, eingeschriebenen Kreislinie. In 
einer beliebigen Ebene » giebt es vier Kreise, welche 
die Tetraederebenen 19, 13, 94 berühren; sie tangieren 
die drei Schnittlinien der Ebene x mit den drei Tetra- 
ederebenen. Wird » parallel verschoben, so beschreibt 
jeder dieser Kreise einen Kegel mit dem Mittelpunkt 
E. Ein beliebiger dieser Kegel schneidet die Ebene 
n, in einem Kegelsclhnitt C2, der von zwei der paral- 
lelen Ebenen berührt wird. Der Kegel hat mit jeder 
dieser beiden Ebenen einen Kreis gemein, der dem 
Tetraeder eingeschrieben ist. So erhalten wir i. A. acht 
dem Tetraeder eingeschriebene Kreise für jede der o2 
möglichen Stellungen der Ebene. Die unendlich ferne 
Ebene enthält unendlich viele solcher Kreise; denn es 
giebt unendlich viele Kegel zweiter Ordnung, welche 
die Ebenen 75, Yg, 7, und eine zu n, parallel Ebene be- 
rühren, also n, in je einer Parabel schneiden. Da die 
_ unendlich ferne Ebene zu jeder zyklischen Ebene dieser 
Kegel als parallel betrachtet werden kann, so sind 
die unendlich fernen Kurven C* dieser Kezel dem Tetra- 
eder eingeschriebene Kreise. Je acht dem Tetraeder 
eingeschriebene Kreise, die in parallelen Ebenen liegen, 
werden aus jedem Eckpunkt des Tetraeders durch vier 
Kegel zweiter Ordnung projiziert. Ist die Ebene » zu 
einer Kante g;x des Tetraeders parallel, so liegen vier 
der Kreise mit der Kante g;. in einer Ebene x, die 


; übrigen vier ie egen in vier zu & ‚ parallelen Ebenen. Ist 
9 zu einer Tetraederebene N parallel, so liefert eine 
nr solche Stellung von. fer nur vier dem Tetraeder einge- 
‚schriebene reelle Kreise; diese zählen doppelt, liegen in 
a und sind dem. Dreiseit eingeschrieben, in dessen 
Seiten ML die dei übrigen Tetraederebenen schneidet. 
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Der Verfasser dieser Abhandlung, Johann Emil 
Hugo Berger, ist als Sohn des Zollinspektors Berger 
am ersten Februar des Jahres 1880 zu Habsheim, im 
Kreis Mülhausen i. Els. geboren. Vom Herbst des 
Jahres 18355 an besuchte er die Vorschulklassen des 
Gymnasiums zu Mülhausen, und trat im Herbst 1888 in 
die Sexta dieses Gymnasium sein, welcher Anstalt er bis 
Ostern 1892 verblieb. Dann trat er in die Untertertia 
des protestantischen Gymnasiums zu Strassburg ein, 
welches er im Herbst 1898 mit dem Zeugnis der Reife 
verliess. Vom Oktober 1898 bis Oktober 1899 genügte 
er seiner Militärpflicht beim Fuss-Art.-Rgt. 14 und 
studierte seitdem an der Kaiser Wilheims-Universität 
Strassburg Mathematik und Naturwissenschaften. 
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